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%\ XVLQJ WKUHHGLPHQVLRQDO SDUWLFOHLQFHOO VLPXODWLRQV H[WHUQDOO\ LQMHFWHG HOHFWURQ EHDP
DFFHOHUDWLRQ DQG UDGLDWLRQ LQ GRQXWOLNH ZDNHILHOGV GULYHQ E\ D /DJXHUUH*DXVVLDQ SXOVH KDYH
EHHQ LQYHVWLJDWHG 6WXGLHV VKRZ WKDW GXULQJ WKH DFFHOHUDWLRQ SURFHVV WKH WRWDO FKDUJH DQG
D]LPXWKDO PRPHQWD RI HOHFWURQV FDQ EH VWDEO\ PDLQWDLQHG IRU D IHZ KXQGUHGV RI PLFURPHWHUV
GLVWDQFH (OHFWURQV H[SHULHQFH ORZ IUHTXHQF\ VSLUDO URWDWLRQ DQG KLJK IUHTXHQF\ EHWDWURQ
RVFLOODWLRQ ZKLFK OHDGV WR V\QFKURWURQOLNH UDGLDWLRQ $QG WKH UDGLDWLRQ VSHFWUXP LV PDLQO\
GHWHUPLQHG E\ WKH HOHFWURQV¶ EHWDWURQ PRWLRQ 7KH IDU ILHOG GLVWULEXWLRQ RI UDGLDWLRQ LQWHQVLW\
VKRZVD[LDOV\PPHWU\GXHWRWKHXQLIRUPWUDQVYHUVHLQMHFWLRQDQGVSLUDOURWDWLRQRIHOHFWURQV2XU
VWXGLHVVXJJHVWDQHZZD\WRVLPXOWDQHRXVO\JHQHUDWHKROORZHOHFWURQEHDPDQGUDGLDWLRQVRXUFH
IURPDFRPSDFWODVHUSODVPDDFFHOHUDWRU 
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$ERXW IRUW\ \HDUV DJR 7DMLPD DQG 'DZVRQ SURSRVHG WKH FRQFHSW RI ODVHU
ZDNHILHOG DFFHOHUDWLRQ /:)$ ZKLFK VKRZV JUHDW SRWHQWLDO WR UHDOL]H FRPSDFW
DFFHOHUDWRU ZLWK *H9FP DFFHOHUDWLRQ JUDGLHQW >@ ,Q WKH QRQOLQHDU UHJLPH RI WKLV
VFKHPHZKHQDQXOWUDLQWHQVHXOWUDVKRUWODVHUSXOVHHQWHUVLQWRDQXQGHUGHQVHSODVPD
WKH SRQGHUPRWLYH IRUFH RI WKH GULYHU SXOVH H[SHOV EDFNJURXQG HOHFWURQV IRUPLQJ DQ
HOHFWURQFDYLW\FRPSRVHGRI LPPRELOH LRQV LQ WKHFHQWHUDQGGHQVHHOHFWURQFXUUHQW
DURXQG WKHRXWVLGH OD\HU 7KLV FDYLW\ VWUXFWXUH PRYHV EHKLQG WKHGULYHU ODVHU ZLWK D
VSHHG FORVH WR WKH ODVHU JURXS YHORFLW\ >@ 6XFK VWUXFWXUH KDV ERWK ORQJLWXGLQDO
DFFHOHUDWLQJDQGWUDQVYHUVH IRFXVLQJ ILHOGVZKLFKLVDSHUIHFWDFFHOHUDWLRQFDYLW\ IRU
HOHFWURQV &XUUHQWO\ HOHFWURQ DFFHOHUDWLRQ ZLWK WKH PD[LPXP FHQWUDO HQHUJ\ RI 
*H9 ZLWKLQ DQ DFFHOHUDWLRQ GLVWDQFH OHVV WKDQ FP KDV EHHQ GHPRQVWUDWHG LQ
H[SHULPHQWV >@$W WKH VDPH WLPHFRPSDFW UDGLDWLRQVRXUFH VWXGLHVEDVHGRQ/:)$
KDYH DOVR DWWUDFWHGZRUOGZLGH DWWHQWLRQV>@ 5DGLDWLRQV ZLWK SKRWRQ HQHUJLHV IURP
WHQVRIH9WRVHYHUDO0H9DUHJHQHUDWHGIURP/:)$DFFHOHUDWHGHOHFWURQVLQWHUDFWLQJ
ZLWK H[WHUQDO PDJQHW RU RSWLFDO XQGXODWRUV >@ %HVLGHV WKHVH H[WHUQDO XQGXODWRUV
LQGXFHG UDGLDWLRQ WKHDFFHOHUDWHGHOHFWURQV LQZDNHILHOGVDOVRH[SHULHQFH WUDQVYHUVH
RVFLOODWLRQ GXH WR WKH WUDQVYHUVH IRFXVLQJ ILHOGV ZKLFK OHDGV WR EHWDWURQ UDGLDWLRQ
7KHVHUDGLDWLRQVRXUFHVDUHDFKLHYHGZLWKUHODWLYHO\VLPSOHDQGFRPSDFWVHWXSDQGDUH
VXLWDEOHIRUZLGHDSSOLFDWLRQV 
%HVLGHV ODVHU SXOVHV ZLWK QRUPDO *DXVVLDQ PRGH ODVHUV ZLWK KLJK RUGHU PRGHV
VKRZPRUHFRQWUROODELOLW\RQODVHUSODVPDLQWHUDFWLRQV5HFHQWO\ LQWHQVHODVHUSXOVHV
ZLWK /DJXHUUH*DXVVLDQ /* PRGH KDYH EHHQ SURSRVHG >@ ZKLFK SURYLGHV WKH
SRVVLELOLW\ WR REWDLQ HOHFWURQ EHDPV DQG UDGLDWLRQ VRXUFHV ZLWK VSHFLILF FKDUDFWHUV
+LJK KDUPRQLFV ZLWK DQJXODU PRPHQWD IURP ODVHU VROLG WDUJHW LQWHUDFWLRQ DQG
ULQJVKDSHGHOHFWURQEHDP IURPZDNHILHOGDFFHOHUDWLRQE\XVLQJ LRQL]DWLRQ LQMHFWLRQ
DUHREVHUYHG LQSDUWLFOHLQFHOO 3,& VLPXODWLRQVZKHQ ODVHUGULYHUVZLWKKLJKRUGHU
/* SXOVH DUH XVHG >@ 7KHVH UHVHDUFKHV H[WHQG WKH DSSOLFDWLRQV RI ODVHU GULYHQ
VHFRQGDU\ VRXUFHV ,Q WKLV SDSHU ZH H[SDQG RXU SUHYLRXV VWXGLHV RQ ZDNHILHOG
DFFHOHUDWLRQ GULYHQ E\ /* SXOVHV RU VLPLODU W\SH SXOVHV E\ LQYHVWLJDWLQJ WKH
DFFHOHUDWLRQDQGUDGLDWLRQRIH[WHUQDOO\ LQMHFWHGHOHFWURQV >@2XUVWXG\DLPVWR
XQGHUVWDQG WKH DFFHOHUDWLRQ DQG UDGLDWLRQ FKDUDFWHUV RI VXFK EHDPV LQ GRQXWOLNH
ZDNHILHOGV
 :DNHILHOGGULYHQE\D/*ODVHUSXOVH
 7R LQYHVWLJDWH WKH HOHFWURQ DFFHOHUDWLRQ LQ D GRQXWOLNH ZDNH GULYHQ E\ D ODVHU
SXOVHZLWKIXQGDPHQWDOPRGHZHSHUIRUPHGWKUHHGLPHQVLRQDO'3,&VLPXODWLRQV
E\ XVLQJ WKH 26,5,6 FRGH >@ ,Q RXU VWXGLHV D OLQHDUO\ SRODUL]HG /* ODVHU ZLWK
ZDYHOHQJWKRIQPSURSDJDWHVDORQJWKH[D[LVWKHQRUPDOL]HGYHFWRUSRWHQWLDORI
WKH GULYHU ODVHU ZLWK PRGH RI O S  KDV D IRUP OLNHܽሺݎǡ ߦሻ ൌ ܽ଴ݎݓ଴ି ଵ ሾെݎଶ ݓ଴ଶ െ ߦଶ ሺܿ߬ሻଶ ൅ ݅߮	?	? ሿǤ +HUH ࢇ ൌ ݁࡭Ȁ݉௘ܿଶ ZLWK ࡭  LV
WKH DPSOLWXGH RI WKH ODVHU YHFWRU SRWHQWLDO݉௘ DQG ݁ DUH WKH HOHFWURQ PDVV DQG
FKDUJH UHVSHFWLYHO\ F LV WKH OLJKW VSHHG LQ YDFXXP ߦ ൌ ݔ െ ܿݐ LV WKH ORQJLWXGLQDO
FRRUGLQDWH LQ WKH PRYLQJ ZLQGRZ IUDPH ݎ ൌ ඥݕଶ ൅ ݖଶ LV WKH UDGLDO GLVWDQFH IURP
D[LV DQG ߮  UHSUHVHQWV WKH D]LPXWKDO DQJOH 'XH WR WKH OLPLWHG FRPSXWDWLRQDO
UHVRXUFHVWKHVLPXODWLRQVKDYHVFDOHGGRZQWRDUHODWLYHVPDOOVSDWLDOWHPSRUDO VL]H
E\XVLQJ VKRUWHU ODVHUGXUDWLRQDQGVPDOOHU ODVHU IRFXV:H WDNH WKHSHDNDPSOLWXGH଴ ൌ 	?Ǥ	?WKHSXOVHGXUDWLRQ ߬ ൌ 	?Ǥ	?ݏDQGWKHUDGLXVRIWKHIRFXVVSRW ݓ଴ ൌ 	?Ɋ
7KLV VPDOO ODVHU VSRW VL]H JLYHV D 5D\OHLJK OHQJWK RI 	?	?Ɋ 7R RYHUFRPH ODVHU
GLIIUDFWLRQ ZH XVHG D SUHSODVPD FKDQQHO ZLWK GHQVLW\ SURILOH RI ݊ሺݎሻ ൌ ݊଴ ൅߂݊ ݎଶ ݎ଴ଶ	?  WRJXLGHWKHSURSDJDWLRQRI ODVHUSXOVHZKHUH 	?݊ ൌ ሺ݊ݎ଴ሻ െ ݊ሺݎ ൌ 	?ሻ LV
WKH GHSWK RI WKH FKDQQHO DQG ݎ଴UHSUHVHQWV WKH FKDQQHO ZLGWK 7KLV NLQG RI SODVPD
FKDQQHO KDV EHHQ SURYHG WR EH YHU\ HIILFLHQW WR JXLGH ODVHU SURSDJDWLRQ >@,Q WKH
VLPXODWLRQ WKH VSHFLILF SDUDPHWHUV RI WKH FKDQQHO DUH଴ ൌ 	?݊ ൌ 	?Ǥ	?	? ൈ 	?	?ଵ଼ିଷǡ ݎ଴ ൌ 	?Ǥ	?ɊZKLFKLQFUHDVHVWKHSURSDJDWLQJGLVWDQFH
WR DERXW Ɋ  7KH VLPXODWLRQ ER[ ZLWK VL]H RI 	?	?Ɋ ൈ 	?	?Ɋ ൈ 	?	?Ɋ LV
GLYLGHG LQWR 	?	?	? ൈ 	?	?	? ൈ 	?	?	? FHOOV 7KHUH DUH 	? ൈ 	? ൈ 	? PLFURVFRSLF SDUWLFOHV LQ
HDFKFHOOLQW\SLFDO'VLPXODWLRQV  
 3UHYLRXVVWXGLHVKDYHVKRZQWKDWDGRQXWOLNHZDNHVWUXFWXUHFDQEHIRUPHGDQGD
ULQJVKDSHG KROORZHOHFWURQEHDPFDQEH LQMHFWHGDQGDFFHOHUDWHGZKHQD/*SXOVH
DQG LRQL]DWLRQ LQMHFWLRQ DUH XVHG >@ 7KH WUDQVYHUVH HOOLSWLFLW\ RI WKH DFFHOHUDWHG
HOHFWURQ EHDP FKDQJHVGXULQJ WKH DFFHOHUDWLRQ UHVXOWLQJ IURP WKH HOHFWURQV¶ UHVLGXDO
D]LPXWKDOPRPHQWDREWDLQHGIURPWKHGULYHUODVHUSXOVHDQGWKHIRFXVLQJIRUFHRIWKH
ZDNHILHOG >@ 7R DFWLYHO\ FRQWURO VXFK D]LPXWKDO URWDWLRQ RI WKH HOHFWURQ EHDP ZH
FRQVLGHU DQ H[WHUQDOO\ LQMHFWHG HOHFWURQ EHDP KHUH 7KH EHDP KDV DQ LQLWLDO FXERLG
OLNH VSDWLDO GLVWULEXWLRQ ZLWK WUDQVYHUVH VL]H RI 	?	?Ɋ ൈ 	?	?Ɋ DQG ORQJLWXGLQDO
OHQJWK RI 	?Ǥ	?Ɋ 7KH LQLWLDO QRUPDOL]HG WUDQVYHUVH PRPHQWD KDYH ZDWHUEDJ OLNH
GLVWULEXWLRQ DV ݌௬ǡ௭ א ሾെ	?Ǥ	?	?ǡ	?Ǥ	?	?ሿ݉௘ܿ DQG WKH ORQJLWXGLQDO PRPHQWXP LV IL[HG WR
EH ݌௫ ൌ 	?	?Ǥ	? ௘݉ܿ WR DFKLHYH WKH HOHFWURQV LQMHFWLRQ $V ZH ZLOO VHH WKHVH QRQ]HUR
WUDQVYHUVHPRPHQWDLQWURGXFHWUDQVYHUVHVSLUDOURWDWLRQVWRWKHLQMHFWHGHOHFWURQV 
)LJXUH  VKRZV WKH VSDWLDO GLVWULEXWLRQ VQDSVKRWV RI WKH ODVHU ILHOGV ZDNHILHOGV
DQGH[WHUQDOO\ LQMHFWHGHOHFWURQEHDPDW WZRGLIIHUHQW LQVWDQWV7KH/*SXOVH VKRZV
KHOLFDO SKDVH GLVWULEXWLRQV ZLWK RUELWDO DQJXODU PRPHQWXP DORQJ WKH SURSDJDWLRQ
GLUHFWLRQDQGWKHZDNHVKRZVGRQXWOLNHVWUXFWXUHZKLFKFDQEHFOHDUO\VHHQIURPWKH
ZDNHSURMHFWLRQLQWKH[\SODQH$VRQHFDQVHHWKDWDFXERLGOLNHH[WHUQDOO\LQMHFWHG
HOHFWURQEHDPKDVEHHQXVHGIRUWKHHOHFWURQLQMHFWLRQDQGDIWHU 	?	?Ɋ ORQJGLVWDQFH

)LJ  &RORU RQOLQH 6SDWLDO GLVWULEXWLRQ RI WKH ODVHU ILHOGV ZDNHILHOGV DQG HOHFWURQ EHDP
GHQVLW\DW LQVWDQWVRI W IVDDQGW IVE7KHF\DQ\HOORZFRORUVUHSUHVHQW WKH
/*ODVHUHOHFWULFILHOG7KHROLYHDQGZKLWHFRORUVUHSUHVHQWWKHFKDUJHGHQVLW\RIWKHH[WHUQDOO\
LQMHFWHGHOHFWURQVDQGWKHGRQXWOLNHZDNHVWUXFWXUHUHVSHFWLYHO\
RI DFFHOHUDWLRQ WKH EHDP VKRZVD KROORZ ULQJ VWUXFWXUH 2QO\ WKH HOHFWURQV LQLWLDOO\
ORFDWLQJ LQVLGH WKH GRQXWOLNH ZDNHILHOG FDQ EH WUDSSHG DQG DFFHOHUDWHG 7KH RWKHU
HOHFWURQVDUHWUDQVYHUVHO\HVFDSHGIURPWKHZDNHILHOG7KHUHDUHVHYHUDOVPDOOFORXGV
RI HOHFWURQV VWD\LQJ DW WKH RXWVLGH RI WKH ULQJ LQ )LJE +RZHYHU DIWHU D IXUWKHU
DFFHOHUDWLRQ WKHVH HOHFWURQV DUH VFDWWHUHG LQ ZKROH VSDFH FRPSOHWHO\ )URP WKH
VLPXODWLRQ ZH IRXQG WKDW QHDUO\  RI WKH H[WHUQDOO\ LQMHFWHG HOHFWURQV DUH
WUDSSHGLQWRWKHZDNH7KHILQDOVKDSHRIWKHDFFHOHUDWHGHOHFWURQVLVVLPLODUDVWKRVH
LRQL]DWLRQLQMHFWHGHOHFWURQVVKRZQLQ5HI>@ 
 '\QDPLFVRIHOHFWURQVDFFHOHUDWHGLQ/*SXOVHGULYHQZDNHILHOGV
6LQFHWKHHOHFWURQVLQMHFWHGKHUHKDYHDQLQLWLDOWUDQVYHUVHPRPHQWXPGLVWULEXWLRQ
 ݌௬ǡ௭ א ሾെ	?Ǥ	?	?ǡ	?Ǥ	?	?ሿ݉௘ܿ  EHVLGHV ORQJLWXGLQDO DFFHOHUDWLRQ WKH\ VKRXOG DOVR
H[SHULHQFH WUDQVYHUVH URWDWLRQ LQVLGH WKH GRQXWOLNH ZDNH 8QOLNH WKH LRQL]DWLRQ
LQMHFWHGHOHFWURQVRQO\ UHVHUYLQJ WKH UHVLGXDO D]LPXWKDO PRPHQWD IURP WKH ODVHUDQG
SLOLQJXSDW WZRWUDQVYHUVHHQGVRI WKHZDNH WKHVHH[WHUQDOO\ LQMHFWHGHOHFWURQVFDQ
PDNHFRPSOHWHO\WUDQVYHUVHO\VSLUDOPRWLRQVGXULQJWKHDFFHOHUDWLRQ
,Q )LJ  ZH VKRZ WKH HYROXWLRQV RI WKH WUDSSHG HOHFWURQ QXPEHU WKH DYHUDJH
HOHFWURQHQHUJ\DQGWKHUDGLXVRIWKHHOHFWURQULQJDORQJZLWKWKHDFFHOHUDWLRQGLVWDQFH
7KHUDGLXVRIWKHHOHFWURQULQJLVGHILQHGDV ݎ௕ ൌ 	? ඥሺݕ௜ െ ݕ௖ሻଶ ൅ ሺݖ௜ െ ݖ௖ሻଶே௜ୀଵ Ȁܰ

)LJ&RORURQOLQH(YROXWLRQRI WKHWUDSSHGDQGDFFHOHUDWHGHOHFWURQQXPEHUEODFN OLQH
WKHDYHUDJH HOHFWURQ HQHUJ\ UHG OLQH DQG WKHDYHUDJH ULQJ UDGLXV EOXH OLQH DORQJZLWK WKH
SURSDJDWLRQGLVWDQFH 
ZKHUH ሺݕ௜ ǡ ݖ௜ሻ DUHWKHWUDQVYHUVHFRRUGLQDWHVRIHDFKDFFHOHUDWHGHOHFWURQVDQGୡǡ ݖ௖
DUH WKH DYHUDJH FHQWHU FRRUGLQDWHV ݕ௖ ൌ 	? ݕ௜ே௜ୀଵ ܰ	? ǡ ݖ௖ ൌ 	? ݖ௜ே௜ୀଵ ܰ	?  2QH FDQ VHH
WKDW WKH DYHUDJH HOHFWURQ UDGLXV LV ݎ௕ ൌ 	?Ɋ ZKLFK LV FORVH WR WKH WUDQVYHUVH
PD[LPXP LQWHQVLW\ SRVLWLRQ RI WKH /* ODVHU 7KH HYROXWLRQ RI WKH HOHFWURQ QXPEHU
VKRZV WKDW WKH ULQJVKDSHG HOHFWURQ EHDP FDQ EH FRQWLQXRXVO\ DFFHOHUDWHG DERXW
Ɋ LQRXUVLPXODWLRQFRQGLWLRQV7KHDYHUDJHHOHFWURQHQHUJ\JUDGXDOO\LQFUHDVHV
IURPLQLWLDO0H9WR0H9ZLWKLQɊ DFFHOHUDWLRQGLVWDQFH/DWHUWKHHQHUJ\
GHVFHQGV EHFDXVH WKH HOHFWURQ EHDP HQWHUV LQWR WKH GHSKDVLQJ SKDVH KRZHYHU WKH
EHDP LV VWLOO LQVLGH WKH ZDNH ZKLFK FDQ EH FOHDUO\ VHHQ IURP WKH DYHUDJH UDGLXV
HYROXWLRQ LQ )LJ  )RU D GLVWDQFH RI 	?	?	?Ɋ WKH DYHUDJH UDGLXV NHHSV FRQVWDQW
ZKLFKPHDQVWKHVHHOHFWURQVDUHWUDQVYHUVHO\WUDSSHGLQWKHZDNHILHOG+RZHYHUDIWHU
WKLV GLVWDQFH WKH UDGLXV RI WKH HOHFWURQ EHDP ULVHV VKDUSO\ DQG WKH HOHFWURQ QXPEHU
GHFUHDVHVUDSLGO\6LPXODWLRQVVKRZDURXQGWKLVUHJLRQWKHGULYHU ODVHUH[SHULHQFHVD
VWURQJGLIIUDFWLRQDQGWKHZDNHLVQRWVWURQJHQRXJKDQ\PRUHWRWUDSWKHVHHOHFWURQV
7R VHH WKH WUDQVYHUVH URWDWLRQ RI WKH HOHFWURQV ZH SORW WKH D]LPXWKDO DQJXODU
PRPHQWDRIWKHHOHFWURQVLQ)LJ%RWKWKHSRVLWLYHDQGQHJDWLYHD]LPXWKDODQJXODU
PRPHQWDDUHVKRZQ7KH\DUHDOPRVWV\PPHWULFDODQGWKHULQJVKDSHGHOHFWURQEHDP
KDVLVRWURSLFGLVWULEXWLRQZKLFKLVFRQVLVWHQWZLWKRXUH[SHFWDWLRQ2QWKHRQHKDQG

)LJ&RORURQOLQH(YROXWLRQRI WKHWRWDOD]LPXWKDODQJXODUPRPHQWDRIHOHFWURQV7KHXSSHU
SLQN WULDQJOHV ൅ܲݎ UHSUHVHQW WKH SRVLWLYH D]LPXWKDO DQJXODU PRPHQWD ZLWK WKH FORFNZLVH
URWDWLRQ DQG WKH UHG ORZHU WULDQJOHV െܲݎ UHSUHVHQW WKH QHJDWLYH D]LPXWKDO DQJXODU PRPHQWD
7KHFHQWUDOEODFNGRWVUHSUHVHQWWKHWRWDOD]LPXWDODQJXODUPRPHQWD3U
WKH LQLWLDO WUDQVYHUVH YHORFLW\ GLVWULEXWLRQ RI WKH H[WHUQDOO\ LQMHFWHG HOHFWURQV LV
V\PPHWULFDOLQWKHWUDQVYHUVHSODQH2QWKHRWKHUKDQGWKHZDNHILHOGDQGWKHORFDWLRQ
ZKHUH WKH HOHFWURQV DUH LQMHFWHG DUH DOVR V\PPHWULFDO 7KH WRWDO D]LPXWKDO DQJXODU
PRPHQWDRI WKHZKROHHOHFWURQEHDPDUHFORVHWR]HUR$VRQHFDQVHHWKDWEHWZHHQ	?Ɋ DQG Ɋ WKH D]LPXWKDO DQJXODU PRPHQWD DUH QHDUO\ VWDEOH DQG
GLVWDQFH WKH DQJXODU PRPHQWD DORQJ HDFK GLUHFWLRQ LQFUHDVH UDSLGO\ EHFDXVH WKHVH
HOHFWURQV EHJLQ WR HVFDSH IURP WKH ZDNH DQG RQO\ VRPH HOHFWURQV OHIW DUH FRXQWHG
OHDGLQJWRGLIIHUHQWDYHUDJHDQJXODUPRPHQWD 
 7R LQYHVWLJDWH WKHG\QDPLFVRIDFFHOHUDWHG ULQJVKDSHGHOHFWURQV WKH WUDQVYHUVH
GLVWULEXWLRQ RI WKH ZDNH ILHOGV HOHFWURQ SRVLWLRQ DQG W\SLFDO HOHFWURQ WUDMHFWRU\ DUH
VKRZQ LQ)LJ$UHODWLYHO\VSHFLDOSODQHDW ݔ ൌ 	?	?	?Ǥ	?ߤ݉LV VHOHFWHGVLQFHDWWKLV
SRVLWLRQ WKHHOHFWURQVKDYH PD[LPXPHQHUJLHVDQG WKHHOHFWURQQXPEHU LV UHODWLYHO\
VWDEOH $V RQH FDQ VHH IURP WKH ILHOGV DQG WKH HOHFWURQV GLVWULEXWLRQV HOHFWURQV DUH
WUDSSHG LQ WKH GRQXWOLNH ZDNH DQG WKH\ IHHO UDGLDO IRUFHV PDNLQJ WKHP URWDWH DQG

)LJ  &RORU RQOLQH D 6SDWLDO GLVWULEXWLRQ RI ILHOGV FRPELQDWLRQ ܧ௬ െܤ௭ DQG H[WHUQDOO\
LQMHFWHGHOHFWURQVLQWKHSODQHRI ݔ ൌ 	?	?	?Ǥ	?ߤ݉7KHWUDMHFWRU\SURMHFWLRQLQWKH ݕ െ ݖ SODQH
RID W\SLFDO DFFHOHUDWHGHOHFWURQ LV DOVR VKRZQ7KH UHFWDQJOHDQG WULDQJOH PDUN WKH VWDUW DQG
HQGSRVLWLRQVRIWKHWUDMHFWRU\UHVSHFWLYHO\7KHXSFRORUEDUVKRZVWKHILHOGVFRPELQDWLRQDQG
WKH ORZHU FRORU EDU VKRZV WKH HOHFWURQ FKDUJH E 6SDWLDO GLVWULEXWLRQ RI ILHOGV FRPELQDWLRQ
ܧ௭ ൅ ܤ௬DQGH[WHUQDOO\LQMHFWHGHOHFWURQVDWWKHVDPHSRVLWLRQ
VLPXOWDQHRXVO\ RVFLOODWH LQVLGH WKH ZDNH ZKLFK LV WKH VRFDOOHG VSLUDO DQG EHWDWURQ
RVFLOODWLRQ $ W\SLFDO HOHFWURQ WUDMHFWRU\ LV VKRZQ E\ WKH FRORUHG OLQH )URP WKH
WUDMHFWRU\ WKH EHWDWURQ PRWLRQ ZLWK QLQHSHULRG RVFLOODWLRQV DQG VSLUDO PRWLRQ ZLWK
WZRF\FOHURWDWLRQVDUHGLVWLQJXLVKDEOHLQWKHZKROHDFFHOHUDWLRQSURFHVV7KHEHWDWURQ
PRWLRQLVGXHWRWKHWUDQVYHUVHIRFXVLQJILHOGVRI WKHZDNHDQGWKHURWDWLRQLVGXHWR
WKHLQLWLDOQRQ]HURRUELWDQJXODUPRPHQWDRIWKHLQMHFWHGHOHFWURQV7KHVHWUDMHFWRULHV
DUHGLIIHUHQWIURPWKHRQHVRIHOHFWURQVLQDQRUPDO*DXVVLDQODVHUGULYHQZDNHILHOG 

 5DGLDWLRQ RI DFFHOHUDWHG URWDWLQJ HOHFWURQV LQ ZDNHILHOGV GULYHQ
E\/*SXOVH
)URP WKH UHVXOWV VKRZQ DERYH ZH VHH EHVLGHV WKH ORQJLWXGLQDO DFFHOHUDWLRQ
  
)LJ &RORU RQOLQH D ,QWHQVLW\ GLVWULEXWLRQ RI IDU ILHOG UDGLDWLRQ ZLWKLQ WKH UDQJH RIሾ	?	?ǡ 	?	?ሿ DQG ߶ א ሾ	?	?ǡ 	?	?	?	?ሿ E 5DGLDWLRQ GLVWULEXWLRQ DV D IXQFWLRQ RI WKH SRODU DQJOH ߠ F
5DGLDWLRQGLVWULEXWLRQLQSRODUDQJOHHQHUJ\VSDFHLQWKHSODQHSDUDOOHOWRWKHODVHUSRODUL]DWLRQ
ZLWK ߶ ൌ 	?	?G7KHUDGLDWLRQVSHFWUXPDORQJWKHODVHUSURSDJDWLRQD[LVZKHUHWKHSRODUDQJOH
LV ߠ ൌ 	?	? DQGWKHD]LPXWKDODQJOHLV ߶ ൌ 	?	?
HOHFWURQV DOVR PDNH WUDQVYHUVH RVFLOODWLRQ DQG VSLUDO URWDWLRQ LQVLGH WKH ZDNH
$FFRPSDQ\LQJZLWKVXFKNLQGRIPRWLRQHOHFWURQVZLOOUDGLDWHSKRWRQVZKLFKFRXOG
EHDXVHIXO OLJKWVRXUFH%\XVLQJDSRVWSURFHVVLQJFRGH9'65>@ZHQXPHULFDOO\
VWXG\ VXFK UDGLDWLRQ SURSHUWLHV 7KH FDOFXODWLRQ LV EDVHG RQ WKH LQWHJUDWLRQ RI HDFK
SDUWLFOH¶VUDGLDWLRQDORQJLWVWUDMHFWRU\ௗమூௗఠௗஐ ൌ ௘మସగమ௖ ቚ׬ ࢔ൈൣሺ࢔ିࢼሻൈࢼሶ ൧ሺଵିࢼ	?࢔ሻమ ݁௜ఠሺ௧ି࢔	?࢘ሺ௧ሻȀ௖ሻ݀ݐஶିஶ ቚଶ     ͧͨ

$QG WKH FRGH WKHQ FDOFXODWHV WKH EHDP¶V IDU ILHOG UDGLDWLRQ E\ PDNLQJ LQFRKHUHQW
VXPPDWLRQ RI HDFK HOHFWURQ¶V UDGLDWLRQ ,Q RXU VLPXODWLRQ WRWDOO\  HOHFWURQV¶
WUDMHFWRULHV DUH UDQGRPO\ VHOHFWHG IURP DOO RI WKH DFFHOHUDWHG HOHFWURQV WR PDNH
UDGLDWLRQFDOFXODWLRQ7KHFRUUHFWQHVVRIWKHVSHFWUXPLVSURYHGE\UDQGRPO\VHOHFWLQJ
RWKHUJURXSRISDUWLFOHVZKRVHVSHFWUXPLVVLPLODUDVWKLVRQH
$W\SLFDOIDUILHOGUDGLDWLRQGLVWULEXWLRQLVVKRZQLQ)LJ$VRQHNQRZVXVXDOO\
WKH EHWDWURQ UDGLDWLRQ PD\ VKRZ DV\PPHWULF IDU ILHOG LQWHQVLW\ GLVWULEXWLRQV LI
LRQL]DWLRQLQMHFWLRQLVXVHGRUHOHFWURQVKDYHLQWHUDFWHGZLWKWKHGULYHUSXOVH >@7KH
GLVWULEXWLRQ LV XVXDOO\ HORQJDWHG DORQJ WKH ODVHU SRODUL]DWLRQ GLUHFWLRQ ,Q RXU
VLPXODWLRQ)LJDVKRZVWKDWWKHIDUILHOGUDGLDWLRQLQWHQVLW\GLVWULEXWLRQKDVDTXLWH
JRRG D[LDO V\PPHWU\ 7KLV LV UHODWHG WR XQLIRUPO\ WUDQVYHUVH LQMHFWLRQ DQG VSLUDO
URWDWLRQRIWKHHOHFWURQVLQVLGHWKHGRQXWOLNHZDNH7KHKDOIZLGWKDWKDOIPD[LPXP
+:+0RIWKHUDGLDWLRQGLVWULEXWLRQDORQJWKHSRODUDQJOHLVDERXWRDVODEHOHGLQ
)LJE,QWKHVLPXODWLRQZHILQGWKDWWKHORZHVWUHODWLYLVWLFIDFWRURIWKHHOHFWURQVLVߛ௠௜௡ ൌ 	?	?Ǥ	? $FFRUGLQJ WR WKH V\QFKURWURQ UDGLDWLRQ WKHRU\ WKH UDGLDWLRQ VKRXOG
PDLQO\SURSDJDWHDORQJDQHPLVVLRQFRQHZLWKRSHQDQJOHRIߠ ൏ 	?Ȁߛ	?	?Ǥ	?	?ZKLFKLV
FRQVLVWHQWZLWKWKHVLPXODWLRQUHVXOW 
7KHUDGLDWLRQVSHFWUXPLVVKRZQLQ)LJVFDQGG:HILQGWKDWWKHUDGLDWLRQ
SHDNLVSRVLWLRQHGDWWKHSKRWRQHQHUJ\DERXWH9DQGWKH):+0RIWKHVSHFWUXP
LVH9,QRXUVFKHPHDOWKRXJKWKHHOHFWURQVPDNHERWKEHWDWURQRVFLOODWLRQDQG
VSLUDOURWDWLRQWKHIRUPHUIUHTXHQF\ ߱௕  LVODUJHUWKDQWKHODWWHU ߱௥ ߱௕ ߱௥	? ൎ 	?Ǥ	?
VRWKHUDGLDWLRQVSHFWUXPLVPDLQO\GHWHUPLQHGE\WKHEHWDWURQRVFLOODWLRQ7KHVSLUDO
URWDWLRQ PDNHV WKH UDGLDWLRQ SDWWHUQ PRUH V\PPHWULF DV ZH PHQWLRQHG EHIRUH 7KH
FULWLFDO UDGLDWLRQ SKRWRQ HQHUJ\ RI WKH EHWDWURQ UDGLDWLRQ FDQ EH HYDOXDWHG E\ܧ௣ ൌ ԰߱௖ ൎ 	?԰ߛଶሺଶగ௖ఒഁ ሻ ZLWK ߣఉ ൌ ඥ	?ߛߣ௣ DQG ԰ UHSUHVHQWLQJ WKH UHGXFHG 3ODQFN
FRQVWDQW ,Q RXU VLPXODWLRQ WKH KLJKHVW HOHFWURQ HQHUJ\ LV DERXW ߛ௠௔௫ ൌ 	?	?ǡ KHQFH
RQHH[SHFWV ܧ௣ ൌ 	?	?݁ ܸ DFFRUGLQJ WRWKH IRUPXODJLYHQDERYH7KLV LVFORVH WRWKH
SHDNSKRWRQHQHUJ\aH9REVHUYHGIURPWKHVLPXODWLRQZLWK9'65 
 6XPPDU\
,Q VXPPDU\ WKH DFFHOHUDWLRQ DQG UDGLDWRQ RI H[WHUQDOO\ LQMHFWHG HOHFWURQV LQ
ZDNHILHOGVGULYHQE\D/DJXHUUH*DXVVLDQSXOVHKDYHEHHQVWXGLHGE\FRPSXWDWLRQDO
VLPXODWLRQV 7KH GRQXWOLNH ZDNHILHOG FDQ QRW RQO\ ORQJLWXGLQDOO\ DFFHOHUDWH WKH
ULQJVKDSHG HOHFWURQ EHDP EXW DOVR GULYH HOHFWURQV WR VLPXOWDQHRXVO\ URWDWH DQG GR
EHWDWURQRVFLOODWLRQV LQ WKH ZDNH 7KH HOHFWURQV FDQ JHQHUDWH UDGLDWLRQGXULQJ VSLUDO
DFFHOHUDWLRQDQGEHWDWURQRVFLOODWLRQ7KHUDGLDWLRQVSHFWUXPLVPDLQO\GHWHUPLQHGE\
WKH KLJK IUHTXHQF\ EHWDWURQ RVFLOODWLRQ 7KH VSLUDO URWDWLRQ PDNHV WKH IDU ILHOG
UDGLDWLRQ GLVWULEXWLRQ VKRZ D[LDO V\PPHWU\ &RPSDULQJ ZLWK RWKHU ZDNHILHOG EDVHG
EHWDWURQ UDGLDWLRQVFKHPHVGXH WR VHOILQMHFWHGDQG LRQL]DWLRQ LQMHFWHGHOHFWURQV WKH
H[WHUQDOO\ LQMHFWHG HOHFWURQV FDQ EH HDVLO\ FRQWUROOHG E\ WXQLQJ WKH EHDP LQMHFWLRQ
DQJOH DQG PRPHQWXP 7KH GRQXW OLNH ZDNH GULYHQ E\ WKH /* SXOVH MXVW SURYLGHV
DFFHOHUDWLRQ DQG UDGLDWLRQ FDYLW\ WR PDNH ERWK VSLUDO URWDWLRQ DQG EHWDWURQ PRWLRQ
SRVVLEOH 7KURXJK WKLV RQH FDQ REWDLQ FRQWUROODEOH IDUILHOG UDGLDWLRQ SDWWHUQ ,Q
IXUWKHU WKH FRPELQDWLRQ RI VXFK VLPXOWDQHRXV KROORZ HOHFWURQ EHDP DQG UHODWLYHO\
XQLIRUPUDGLDWLRQVRXUFHPD\KDYHSRWHQWLDODSSOLFDWLRQVLQVRPHSXPSSUREHVWXGLHV
>@
:H VKRXOG SRLQW RXW WKDW GXH WR WKH OLPLWHG FRPSXWDWLRQDO UHVRXUFHV WKH '
VLPXODWLRQV FRQGXFWHG KHUH KDYH EHHQ VFDOHG GRZQ WR D UHODWLYHO\ VPDOO ODVHU IRFXV
VL]HZKLFKOLPLWVWKHDFFHOHUDWLRQOHQJWKVRGRWKHILQDOHOHFWURQEHDPHQHUJ\DQGWKH
UDGLDWHGSKRWRQHQHUJ\,QUHDOLW\RQHPD\XVHD ODUJHUODVHUIRFXVDQGORZHUSODVPD
GHQVLW\ ZKLFK HQDEOH RQH WR DFFHOHUDWH WKH HOHFWURQ EHDPV WR VHYHUDO KXQGUHGV RI
0H9DQGWRH[WHQGWKHUDGLDWHGSKRWRQHQHUJ\WRVHYHUDONH9OHYHO 
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